
Mat
hings in Graphen � Der Heiratssatz undseine VerwandtenFrank Blendinger27. Juni 20061 EinführungDe�nition 1 (Mat
hing). Eine Teilmenge M ⊂ E der Kantenmenge heisstMat
hing, falls je zwei vers
hiedene Kanten aus M keine gemeinsamen Knotenhaben. Es gilt also:
∀e, e′ ∈ M : e 6= e′ → e ∩ e′ = ∅Als perfekt bezei
hnet man ein Mat
hing, wenn alle Knoten aus V von M-Kanten überde
kt werden. Dann gilt natürli
h ♯V = 2 · ♯M .In bipartiten Graphen G = (A⊎B, V ) bezei
hnet man ein Mat
hing M mit

♯M = ♯A als komplettes Mat
hing (in Bezug auf A).Ein Mat
hing heisst maximal, wenn keine weitere Kante aus E hinzuge-fügt werden kann, ohne die Mat
hingeigens
haft zu verletzen. Als maximumMat
hing bezei
hnet man ein Mat
hing mit maximaler Kardinalität. Es gibtin jedem Graphen mindestens ein maximum Mat
hing, wel
hes natürli
h au
himmer maximal ist. Der Parameter τ(G) gibt die maximale Gröÿe ♯M einesMat
hings in G an.De�nition 2 (Vertex 
over). Eine Teilmenge C ⊂ V der Knotenmenge heisstvertex 
over oder Knotenüberde
kung, falls jede Kante aus E mit mindestenseinem Knoten aus C inzidiert, also:
∀e = {x, y} ∈ E : x ∈ C ∨ y ∈ CDer Parameter ν(G) gibt die minimale Gröÿe ♯C eines vertex 
overs in Gan.De�nition 3 (Na
hbars
haft). Unter der Na
hbars
haft ΓG(X) einer Teilmenge

X ⊂ V der Knotenmenge versteht man die Menge aller Knoten aus (V −X), diedur
h mindestens eine Kante aus E mit einem Knoten aus X verbunden sind:
ΓG(X) = {v ∈ (V − X) : ∃x ∈ X : {v, x} ∈ E}2 Das MinMax-Theorem von KönigSatz 1 (Königs MinMax-Theorem). Für jeden bipartiten Graphen G = (A ⊎

B, E) ist die minimale Gröÿe eines vertex 
overs glei
h der maximalen Gröÿeeines Mat
hings, also ν(G) = τ(G). 1



Beweis. Die Unglei
hung ν(G) ≤ τ(G) gilt o�ensi
htli
h, da für ein vertex 
o-ver von jeder Mat
hingkante genau ein Knoten benötigt wird, sowie ggf. no
hzusätzli
he Knoten um alle Kanten abzude
ken. Es ist also nur no
h die Unglei-
hung ν(G) ≥ τ(G) zu zeigen, aus der dann die Glei
hheit folgt.Zunä
hst folgende Vorüberlegung: Wenn aus einem Graphen G eine Kantee entfernt wird, so gilt für den Graphen G′ = (G − e) : τ(G) ≥ τ(G′) sowie
ν(G) ≥ ν(G′). Wir wollen einen Graphen als τ-kritis
h bezei
hnen, falls dasWeglassen einer beliebigen Kante dazu führt, dass der Wert von τ kleiner wird,also ∀e ∈ E : τ(G−e) = τ(G)−1. Angenommen G sei nun ein bipartiter ni
ht τ -kritis
her Graph, aus dem dur
h Entfernen einer Kante ein Graph G′ konstruiertwird, der den glei
hen τ -Wert hat, also τ(G) = τ(G′). Wenn die zu zeigendeUnglei
hung bereits für G′ gilt, so gilt sie au
h für G, da ν(G) ≥ ν(G′) ≥
τ(G′) = τ(G). Wir können uns also auf τ -kritis
he Graphen bes
hränken.Sei G also nun ein τ -kritis
her Graph ohne isolierte Kanten (diese beein�us-sen weder τ(G) no
h ν(G) und können daher ignoriert werden). G muss unterdiesen Bedingungen auss
hliessli
h aus disjunkten Kanten bestehen. Für einenderartigen Graphen gilt o�ensi
htli
h ν(G) = τ(G) � ein maximum Mat
hingbesteht aus allen Kanten und ein minimales vertex 
over muss pro Mat
hing-kante genau einen Knoten enthalten.Angenommen G bestehe ni
ht auss
hliessli
h aus disjunkten Kanten, es gibtalso einen Knoten a a, von dem zwei Kanten f und g ausgehen. Wir konstruierennun dur
h das Entfernen der Kanten f und g zwei neue Graphen G − f und
G−g. Da G τ -kritis
h ist, haben diese jeweils ein vertex 
over Cf respektive Cgmit ♯Cf = ♯Cg = τ(G) − 1. Sei ∆ = Cf ⊕ Cg die symmetris
he Di�erenz dieserbeiden vertex 
overs und t = ♯(Cf ∩ Cg) die Kardinalität der S
hnittmenge.Dann gilt:

♯∆ = (τ(G) − 1) + (τ(G) − 1) − 2t = 2(τ(G) − 1 − t)Wir betra
hten nun G′ = {{a}∪∆}. G′ ist bipartit und hat 2(τ(G)−1−t)+1Knoten, daher kann ein Mat
hing ni
ht mehr als τ(G)− 1− t Kanten enthalten(man stelle si
h einen bipartiten Graphen mit τ(G) − 1 − t Knoten in A und
τ(G) − t Knoten in B vor, hier kann ein Mat
hing im günstigsten Fall ganz Aabde
ken), es gilt also: τ(G′) ≤ τ(G) − 1 − t.Sei T ′ ein vertex 
over von G′ mit ♯T ′ ≤ τ(G)−1− t. Für T = T ′⊎(Cf ∩Cg)gilt dann ♯T ≤ τ(G)−1 und somit au
h ♯T < τ(G). Wir zeigen nun, dass das sokonstruierte T au
h ein vertex 
over von G ist, was der Unglei
hung widerspri
ht� kein vertex 
over in G darf eine kleinere Kardinalität als τ(G) haben.Wenn e eine beliebige Kante aus G ist, so sind folgende Fälle mögli
h:1. e ist eine der Kanten f oder g.

e gehört zu den Kanten von G′ und wird somit von T ′ abgede
kt.2. e wird sowhl von Cf als au
h von Cg überde
kt.(a) Mindestens einer der Knoten von e gehört zu Cf ∩ Cg.
e wird von Cf ∩ Cg abgede
kt.(b) Einer der Knoten von e gehört zu Cf − Cg, der andere zu Cg − Cf .
e gehört zu G′ und wird daher von T ′ abgede
kt.2



T de
kt also alle Kanten e ∈ E von G ab und ist somit vertex 
over von
G. Da dies ein Widerspru
h zu ♯T < τ(G) ist, muss unsere Annahme, dass Gni
ht auss
hliessli
h aus disjunkten Kanten bestehe, fals
h sein und damit folgt
ν(G) = τ(G).3 Der Heiratssatz von P. HallDer Heiratssatz bes
hreibt eine einfa
he Mögli
hkeit die Existenz von komplet-ten Mat
hings in bipartiten Graphen zu überprüfen. Er besagt, dass in einembipartiten Graphen, in dem A eine Gruppe von Jungen und B eine Gruppe vonMäd
hen darstellt und die Kanten eine Freunds
haftsbeziehung symbolisieren,genau dann eine �Massenho
hzeit�, bei der jeder Junge mit einem befreundetenMäd
hen verheiratet wird, mögli
h ist, wenn für jede beliebige Menge von Jun-gen die Anzahl der befreundeten Mäd
hen mindestens so groÿ wie die Menge derJungen ist. Dass diese o�ensi
htli
h notwendige Bedingung au
h hinrei
hend ist,mag zunä
hst verblü�en, soll in diesem Abs
hnitt aber auf vers
hiedene Artenbewiesen werden.Bedauerli
herweise gehen bei einer sol
hen Ho
hzeit einige Mäd
hen leeraus, wenn die Anzahl der Mäd
hen gröÿer als die der Jungen ist. Die entsetzteLeserin möge in diesem Fall gerne die Bezei
hnung von Jungen und Mäd
henvertaus
hen. Bei glei
h vielen Jungen und Mäd
hen liegt dieses Problem na-türli
h ni
ht vor. Der Heiratssatz ermögli
ht dann au
h die Su
he na
h einemperfekten Mat
hing.3.1 Beweis mit dem Satz von KönigAls erstes wollen wir zeigen, dass der Heiratssatz eine direkte Folgerung aus demSatz von König ist, also der Glei
hheit von ν(G) und τ(G) in allen bipartitenGraphen G.Zunä
hst ma
he man si
h klar, dass in einem bipartiten Graphen G = (A ⊎
B, E) für jede Teilmenge X ⊂ A die Menge (A−X)⊎Γ(X) ein vertex 
over ist.Man wählt also für ein X aus B alle bena
hbarten Knoten und de
kt damit alleKanten zwis
hen X und Γ(X) ab. Die verbleibenden Kanten inzidieren jeweilsmit Knoten aus dem Rest von A, werden also von dem (A−X) überde
kt. Alleminimalen vertex 
overs haben diese Gestalt. Der Wert von τ(G) entspri
ht alsoder kleinsten mögli
hen Gröÿe dieser Teilmengen. Andererseits kann man beider Su
he na
h einem minimum vertex 
over au
h zunä
hst ganz A hernehmen,und dann eine Teilmenge X ⊂ A entfernen und die Na
hbarn Γ(X) von X in Bhinzufügen, hat dann also ein vertex 
over der Gröÿe ♯A− ♯X + ♯Γ(X). Darauslässt si
h dieser Beziehung herstellen:

τ(G) = min
X⊆A

(♯(A − X) + ♯Γ(X)) = ♯A − (max
X⊆A

♯X − ♯Γ(X)

︸ ︷︷ ︸

δ

)Es gilt δ ≥ 0 (man wähle X = ∅) und damit
δ = 0 ⇔ ∀X ⊆ A : ♯Γ(X) ≥ ♯X (1)Wegen dem Satz von König gilt τ(G) = ν(G) und somit3



ν(G) = ♯A − δ (2)Aus (1) und (2) folgt nun unmittelbar der Heiratssatz.Satz 2 (Heiratssatz von P. Hall, 1935). Ein bipartiter Graph G = (A⊎B, E)mit hat genau ein Mat
hing M mit ♯M = ♯A, wenn gilt:
∀X ⊆ A : ♯ΓG(X) ≥ ♯XDiese Unglei
hung wird au
h als �Hall-Bedingung� bezei
hnet.3.2 Beweis na
h Halenos, VaughanBeweis (Heiratssatz na
h Halenos, Vaughan). Eine alternativer Beweis desHeiratssatzes führt über eine Induktion über ♯A. Für ♯A = 0 und ♯A = 1ist o�ensi
htli
h, dass der Heiratssatz gilt. Im Folgenden bezei
hnen wir eineTeilmenge ∅ 6= X ( A als kritis
h, wenn sie die Hall-Bedingung mit Glei
hheiterfüllt: ♯ΓG(X) = ♯X . Man betra
htet für eine bipartiten Graphen G = (A ⊎

B, E), der die Hall-Bedingung erfüllt, zwei mögli
he Fälle:1. Es existiert eine kritis
he Teilmenge ∅ 6= A′ ( A:Wir konstruieren zwei Graphen G1 und G2 aus G: G1 enthalte die Knotender kritis
hen Teilmenge und ihre Na
hbarn, also G1 = G[A′ ⊎ ΓG(A′)],
G2 die jeweils übrigen Knoten: G2 = G[(A − A′) ⊎ (B − ΓG(A′))].
G1 erfüllt die Hall-Bedingung, da A′ eine kritis
he Teilmenge war. Bei G2ist dies zunä
hst ni
ht klar, da die Kanten aus G von (A−A′) zu ΓG(A′)in G2 fehlen.Sei X ′ ⊆ (A−A′) und X = X ′ ∪A′ ⊆ A. Mit der Hall- Bedingung von Gfolgt dann:

♯ΓG(X) ≥ ♯X = ♯X ′ + ♯A′ (3)Auÿerdem gilt:
ΓG(X) = ΓG(X ′ ⊎ A′) = ΓG2

(X ′) ⊎ ΓG1
(A′)und damit au
h:

♯ΓG(X) = ♯ΓG2
(X ′) + ♯ΓG1

(A′)

A′ war eine kritis
he Teilmenge, also ♯A′ = ♯ΓG(A′), womit weiter folgt:
♯ΓG(X) = ♯ΓG2

(X ′) + ♯A′Eingesetzt in (3) ergibt dies:
♯ΓG2

(X ′) + ♯A′ ≥ ♯X ′ + ♯A′also ♯ΓG2
(X ′) ≥ ♯X ′, d.h. die Hall-Bedingung für G2.4



2. Es existiert keine kritis
he Teilmenge:Es gilt also für alle ∅ 6= X ( A : ♯ΓG(X) > ♯X .Man entfernt eine Kante {a, b} aus G und konstruiert einen neuen Graphen
G′:

G′ = G[(A − {a}) ⊎ (B − {b})]Wir betra
hten in G′ eine Teilmenge ∅ 6= X ( A − {a}. X hatte in Gentweder b als Na
hbarn oder ni
ht, also:
♯ΓG′(X) ≥ ♯ΓG(X) − 1Da keine kritis
he Teilmenge in G existiert, gilt au
h ΓG(X)−1 ≥ ♯X undsomit ♯ΓG′(X) ≥ ♯X , also die Hall-Bedingung für G′.Per Induktion gibt es also ein Mat
hing M ′ in G′ mit ♯M ′ = ♯A − 1. EinMat
hing M in G erhält man einfa
h mit M = M ′ ⊎ {{a, b}}.3.3 Beweis des MinMax-Theorems von König mit Hilfedes HeiratssatzesMit Hilfe des Heiratssatzes kann man sehr lei
ht das im vorherigen Abs
hnittbehandelte MinMax-Theorem herleiten. Zur Erinnerung: Das Theorem besagt,dass in jedem bipartiten Graphen die Gröÿe eines maximum Mat
hings mit derKardinalität eines minimum vertex 
overs übereinstimmt, als dass ν(G) = τ(G).Beweis (MinMax-Theorem von König mit Hilfe des Heiratssatzes). Wir be-tra
hten einen bipartiten Graphen G = (A ⊎ B, V ). Au
h bei diesem Beweisgenügt es wieder die Unglei
hung ν(G) ≥ τ(G) zu zeigen (es ist klar, dass fürein vertex 
over von jeder Mat
hingkante mindestens ein Knoten gewählt werdenmuss, also dass ν(G) ≤ τ(G)).Zunä
hst folgende Überlegung: ganz A ist o�ensi
htli
h ein vertex 
over derGröÿe ♯A. Man erhält jeweils ein neues vertex 
over, wenn man eine Teilmenge

X ⊆ A dur
h ihre Na
hbarmenge ΓG(X) ersetzt. Die Gröÿe des neuen 
oversist dann ♯A − ♯X + ♯ΓG(X). Bei der Su
he na
h einem minimum vertex 
overist also ein X zu �nden, das eine mögli
hst kleine Na
hbarmenge hat, so dass
♯X − ♯ΓG(X) maximal wird. Es gilt:

τ(G) = ♯A − (max
X⊆A

(♯X − ♯ΓG(X)) = ♯A − δSei D eine zu A ⊎ B disjunkte Knotenmenge mit ♯D = δ. Wir fügen dieseKnoten zu B hinzu und fügen zusätzli
h neue Kanten ein, so dass jeder Knotenaus A mit jedem Knoten aus D inzidiert, und erhalten so einen neuen Graphen
G′ = G[A ⊎ (B ∪ D), E ∪ (A × D)].In G′ gilt die Hall-Bedingung, da für alle X ⊆ A:

ΓG′(X) = ΓG(X) ∪ D → ♯ΓG′(X) = ♯ΓG(X) + δ ≥ ♯XSomit ist ν(G′) = ♯A, es existiert also ein komplettes Mat
hing von A in G′.Wenn wir dieses Mat
hing auf G übertragen, so müssen wir die Kanten zu Dentfernen � dies sind jedo
h maximal δ viele, also:
ν(G) ≥ ♯A − δ = τ(G)5



4 Mat
hings in allgemeinen GraphenNa
hdem wir uns bisher auf bipartite Graphen bes
hränkt haben, sollen in die-sem Abs
hnitt allgemeine Graphen zum Zuge kommen. Ein häu�g auftretendesProblem ist hier die Su
he na
h einem maximum Mat
hing und die Frage, ob einperfektes Mat
hing existiert (was si
h na
h der Konstruktion eines maximumMat
hings natürli
h sofort o�enbart). Zunä
hst einige De�nitionen, jeweils füreinen Graphen G = (V, E) und ein zugehöriges Mat
hing M von G:De�nition 4. Einen Knoten v ∈ V bezei
hnet man als M -frei, wenn er mitkeiner Kante aus M inzidiert.De�nition 5. Ein M -alternierender Pfad (oder kurz alternierender Pfad) istein Pfad P : v1 − v2 − v3 − . . .− vk in G, dessen Kanten abwe
hselnd in M undni
ht in M liegen:
{vi, vi+1} ∈ M ⇔ {vi+1, vi+2} /∈ M (1 ≤ i ≤ k − 2)Ein M -augmentierender Pfad ist ein M -alternierender Pfad, bei dem v1 und

vk M -freie Knoten sind.Mit M -augmentierenden Pfaden kann man aus einem gegebenen Mat
hingsehr einfa
h ein neues, gröÿeres Mat
hing erzeugen, indem man die Zugehö-rigkeit der Kanten des Pfades zum Mat
hing invertiert. Auf dieser Tatsa
heberuhen zahlrei
he Algorithmen zur Konstruktion von maximum Mat
hings.Lemma 1. Sei M ein Mat
hing im Graphen G und P ein M -augmentierenderPfad. Es gilt M ⊕ P ist Mat
hing in G mit ♯(M ⊕ P ) = ♯M + 1.Beweis. Seien e und f zwei beliebige Kanten in M ⊕ P . Es sind drei mögli
heFälle zu unters
heiden:1. e, f ∈ (P − M):
e und f haben keine gemeinsamen Knoten.2. e, f ∈ (M − P ):Au
h in diesem Fall haben e und f keinen Knoten gemeinsam.3. e ∈ (P − M), f ∈ (M − P ):Angenommen e und f haben einen gemeinsamen Knoten v. v muss End-knoten von P sein, also M -frei. Andererseits muss v aber au
h mit einerKante aus (M − P ) inzidieren, was ein Widerspru
h ist.Also ist M ⊕ P ein Mat
hing. Es bleibt ledigli
h no
h die Kardinalität zuüberprüfen.Der M -augmentierende Pfad P enthalte k Mat
hingkanten und somit k + 1Ni
ht-Mat
hingkanten. Wenn M m Kanten enthielt, dann enthält (M−P ) genau

m − k Kanten. (P − M) enthält k + 1 Kanten, also hat das Mat
hing M ⊕ Pinsgesamt m + 1 Kanten.Satz 3. Sind M und N Mat
hings von G mit ♯M< ♯N , dann enthält M ⊕ Nmindestens ♯N − ♯M M -augmentierende Pfade.Beweis. Der Graph G′ = (V, M ⊕ N) besteht aus Zusammenhangskomponen-ten, die je zu einem der folgenden drei Typen gehören:6



1. isolierte Knoten2. Zyklen gerader Länge mit Kanten abwe
hselnd aus (M −N) und (N −M)3. alternierende Pfade mit Kanten abwe
hselnd aus (M − N) und (N − M)Seien C1, C2, . . . , Cg die Komponenten von G′ mit Ci = (Vi, Ei) und bezei
h-ne δ(Ci) = ♯(Ei ∩N)− ♯(Ei ∩M) die numeris
he Di�erenz der Zugehörigkeit zu
N bzw. M . Klarerweise gilt δ(Ci) = {−1; 0; +1} und Ci ist genau dann ein M -augmentierender Pfad, wenn δ(Ci) = 1. Summiert man über alle Komponenten,so erhält man:

∑

1≤i≤g

δ(Ci) = ♯(N − M) − ♯(M − N) = ♯N − ♯MDaraus folgt, dass es mindestens ♯N − ♯M M -augmentierende Pfade gebenmuss.Aus Satz 3 und Lemma 1 folgt direkt:Korollar 1 (Theorem von Berge). Ein Mat
hing M in einem Graphen G istgenau dann ein maximum Mat
hing, wenn es keine M -augmentierende Pfadein G gibt.Mit diesem Handwerkszeug ausgestattet ist man in der Lage in beliebigenGraphen maximum Mat
hings zu konstruieren, indem man mit einem Mat
hing(ggf. einem leeren) beginnt, augmentierende Pfade su
ht und in diesen die Zu-gehörigkeit zum Mat
hing invertiert. Diese Vorgehensweise ist als �ungaris
heMethode� bekannt geworden � ausführli
he Informationen zu entspre
hendenAlgorithmen �nden si
h in der Fa
hliteratur.Zum Abs
hluÿ soll mit Hilfe augmentierender Pfade ein weiteres Mal derHeiratssatz aus Kapitel 3 bewiesen werden.Beweis (Heiratssatz mit dem Theorem von Berge). Es ist zu zeigen, dass ineinem bipartiten Graphen G = (A⊎B, E) genau dann ein komplettes Mat
hingvon A na
h B existiert, wenn ∀X ⊂ A : ♯ΓG(X) ≥ ♯X gilt.Die Hinri
htung ist klar, die Hall-Bedingung gilt natürli
h für ein komplettesMat
hing von A na
h B. Für den Beweis der Rü
kri
htung sei M ein maximumMat
hing und G erfülle die Hall-Bedingung.Angenommen es existiert ein Knoten u in A, der mit keiner Mat
hingkanteinzidiert, also M -frei ist. M wäre dann kein komplettes Mat
hing von A na
h
B. Wir betra
hten alle von u ausgehenden M -alternierenden Pfade. Sei S dieMenge der Knoten in A und T die Menge der Knoten in B, die auf diesen Pfadenliegen. Jeder Knoten in S − {u} liegt zusammen mit genau einem Knoten aus
T auf einer Mat
hingkante, also gilt ♯S = ♯T + 1 → ♯T < ♯S. Wir nehmenweiter an, es gäbe einen Knoten v ∈ B, der in ΓG(S) − T liegt. Dann würde eseinen M -augmentierenden Pfad von u na
h v geben, was na
h dem Theorem vonBerge wegen der Maximalität von M ni
ht gestattet ist. Daher ist ΓG(S) = Tund somit ♯ΓG(S) = ♯T < ♯S, was die Hall-Bedingung verletzt.Aus diesem Widerspru
h folgt, dass M ein komplettes Mat
hing von A na
h
B sein muss. 7


